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where 7y is the volume (bulk) viscosity and & is a cross coefficient which vanishes for H = 0. Hence, for
the non-divergent flow between two flat plates the cross-effect gives rise to an additional static pressure

gradient

vpadd =3 SUN hy hzn )

which has only a component parallel to n.

(A.50)

The total static pressure gradient in M-direction induced by a magnetic field is given by the sum of
(A.48) and (A.50); e. g. if h is perpendicular to m % v one has
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and n-V Opior= 1o (eg—e) + 3 & for h,=h,= -

For known ¢;, &, ¢ such a measurement could be used to obtain experimental values for &. Subject to
the assumption that the tensor polarization is the only type of alignment set up by a viscous flow a theo-
retical analysis yields £y=0 and &=0. If other types of alignment are present ¢,+0 and £+0 is ob-
tained ®. However, ¢, and &/5 can be expected to be small compared with ¢; and &, .

Zur Verbreiterung der Wasserstoff-Linie Ly-a durch starke Elektronenstofie
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On Stark Broadening of the Hydrogen Line Ly-a by Strong Electron Collisions

A study of how strong electron collisions will influence the profile of the line core is made with-
in the framework of the impact theory. To this end the time-dependent Schrodinger-equation de-
scribing the change of state of the atom during the passage of one perturbing electron is solved
numerically down to impact parameters equal to the de Broglie-wavelength Z. In this range the
classical description of the perturbing electrons is assumed to be still valid. In the dipole-only case
the solution can be expressed exactly by elementary functions. The line profile clearly shows how
important it is to consider the strong collisions. All the different ways of doing this lead to nearly

the same results.

1. Einleitung

Unabhingig voneinander haben BARANGER ! und
GrIEM und KoLB 2 eine Theorie entwickelt, um die
Verbreiterung (und Verschiebung3) der Spektral-
linien eines Atoms in einem Plasma zu erklaren.
Drei grundlegende Annahmen kennzeichnen diese
Theorie:

a) Die Elektronen und Ionen des Plasmas diirfen
als Teilchen im Sinne der klassischen Mechanik be-
handelt werden.

b) Die Wechselwirkung der Elektronen mit dem
Atom 1aBt sich in eine Folge von Zwei-Teilchen-Sto-

* Sonderdruckanforderungen an Dr. H. PreENNiG, Max-
Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, D-8000 Miin-
chen 23, Fohringer Ring 6.

1 M. BARANGER, Phys. Rev. 111, 494 [1958].

Ben Atom — Elektron zeitlich auflosen, die Uber-
ginge zwischen den quantenmechanischen Zustinden
des Atoms bewirken (verallgemeinerte Stofdamp-
fungstheorie).

c) Demgegeniiber kommt es auf die Zeitabhan-
gigkeit des von den Ionen am Ort des Atoms er-
zeugten elektrischen Mikrofeldes nicht an, die ein-
zelnen Komponenten, in die die Spektrallinie infolge
des Stark-Effektes aufspaltet und die gemafl b) eine
Elektronenstofverbreiterung aufweisen, sind nach
MaBgabe ihrer Intensitdt und der Mikrofeldvertei-
lungsfunktion zu iiberlagern (quasistatische Theorie).

2 H. R. GrieM u. A. C. Kois, Phys. Rev. 111, 514 [1958].

3 Mit der Verbreiterung soll im folgenden zugleich auch im-
mer die Verschiebung gemeint sein, wenn nicht etwas an-
deres ausdriicklich bemerkt ist.
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Die Einzelheiten und Giiltigkeitsgrenzen der Theo-
rie sind z.B. bei BARANGER 4, GRIEM ® und SMITH
et al. & 7 ausfiihrlich dargestellt.

Beim Vergleich theoretisch berechneter Profile
— bis zum Jahr 1964 sind sie bei GRIEM ® aufge-
fihrt — mit experimentell beobachteten — die
neueste Zusammenstellung ist bei SCHLUTER? zu
finden — wurde bald klar, daf} im Fall von Wasser-
stoff-Linien die Theorie von Baranger, Griem und
Kolb in ihrer urspriinglichen Fassung lediglich im
Linien-Kern anwendbar ist, wiahrend sie im Linien-
Fligel den Elektronen-Anteil an der Verbreiterung
deutlich iiberschitzt und den Ubergang zum quasi-
statischen Linienfliigel, der auch fiir den Elektronen-
Anteil gelten muf (Fligel-Theorem, siehe z. B. MAR-
GENAU und LEwIs 1%), nicht wiederzugeben vermag.

Wie LEwis!! fand, ist das Versagen der Stof}-
démpfungstheorie im Ubergangsbereich zum Linien-
fligel auf die Annahme zuriickzufithren, wihrend
eines bestimmten Zeitintervalles dndere sich der Zu-
stand des Atoms infolge der Wechselwirkung mit
dem Stor-Elektron nur dann, wenn der Zeitpunkt
des kleinsten Abstandes zwischen Atom und Stor-
Elektron in eben dieses Zeitintervall fallt, dann aber
gleich so, als ob die Wechselwirkung unendlich lange
Zeit bestiinde. Diese Annahme der ,,vollendeten
Stofle* ist um so schlechter erfiillt, je grofer der
Stoflparameter ist.

Mehr im Sinne einer Interpolation zwischen der
StoBBddmpfungs- und der quasistatischen Theorie fiir
die Elektronen wurde dieser Umstand in einer Reihe
von Arbeiten?71% beriicksichtigt, bis schliefilich
SMmiTH, CooPER und VIDAL '®* und VOSLAMBER 16
einheitliche Theorien vorschlugen, die fiir das ge-
samte Linienprofil ndherungsweise giltig zu sein
beanspruchen.

4 M. BARANGER, Spectral Line Broadening in Plasmas;
Atomic and Molecular Processes, Ed. D. R. BATEs, Aca-
demic Press, London 1962, S. 493.

5 H. R. GrieM, Plasma Spectroscopy, McGraw-Hill, New
York 1964.

6 E. W. SmiTH, C. R. VipAL u. J. COOPER, J. Res. Natl. Bur.
Std. 73 A, 389 [1969].

7 E. W. SmiTH, C. R. VIDAL u. J. COOPER, J. Res. Natl. Bur.
Std. 73 A, 405 [1969].

8 H. R. GrIiEM, J. Quant. Spectrosc. Radiat. Transfer 4, 669
[1964].

9 H. ScHLUTER, Line Broadening; Physics of the One- and
Two-Electron Atoms, Ed. F. Borp u. H. KLEINPOPPEN,
North-Holland, Amsterdam 1969, S. 824.

10 H, MARGENAU u. M. LeEwis, Rev. Mod. Phys. 31, 569
[1959].
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Die vorliegende Arbeit verbleibt ganz im Bereich
der durch die Annahmen a) bis ¢) gekennzeichneten
Theorie von Griem, Kolb und Baranger und hat das
Ziel, am Beispiel der Linie Ly-a zu untersuchen, wie
es sich auf das Linienprofil auswirkt, wenn die zeit-
abhingige Schrodinger-Gleichung, die die Anderung
des Atomzustandes beim Vorbeiflug des Storelek-
trons wiedergibt, exakt gelost wird und nicht nur in
der 2. Ordnung der zeitabhingigen Storungsrech-
nung, wie es in den bisher vorliegenden Arbeiten

fast durchweg geschah.

Eine Arbeit1? mit derselben Zielsetzung erschien,
als die numerischen Rechnungen der vorliegenden
Arbeit im wesentlichen abgeschlossen waren. Auf die
genannte Arbeit wird im Abschnitt 7 beim Vergleich
der Ergebnisse ndher eingegangen. Friihere Ver-
suche in dieser Richtung hatten den Nachteil, da}
in ihnen stillschweigend ** oder ausdriicklich 18 nicht
gerechtfertigte Annahmen tiber die Vertauschbarkeit
gewisser Operatoren enthalten waren (siehe den

Schlufiteil des Abschnittes 5).

2. Einzelheiten zur Theorie, Bezeichnungsweise

Nach der Theorie von Baranger, Griem und Kolb
gilt fiir das Profil L(w) einer Linie im optischen
Spektralbereich die Gleichung [siehe 9, Gl. (2.10),
5, Gl. 4-35)] 20:

L(w):TW(F)L(o);F) dF (2.1a)
0

L(w;F) 1= — i Re S

a2, f, ]

(ald;|B)* (o' | d;| B)

(2.1b)
1

" l\ } ) L ’
(@ daomm— (e ) (50— o [ BT 70 | & )

11 M. Lewis, Phys. Rev. 121, 501 [1961].

12 H. R. GRIEM, Astrophys. J. 136, 422 [1962].

13 H. R. GrIEM, Phys. Rev. 140, A 1140 [1965]. (Erratum:
Phys. Rev. 144, 366 [1966].)

14 P, KepprLE u. H. R. GrieM, Phys. Rev. 173, 317 [1968].

15 E. W. SmrtH, J. Coorer u. C. R. VipaL, Phys. Rev. 185,
140 [1969].

16 D. VOSLAMBER, Z. Naturforsch. 24 a, 1458 [1969].

17 M. E. Bacon, K. Y. SHEN u. J. Coorer, Phys. Rev. 188,
50 [1969].

18 K. Y. SHEN u. J. CooPER, Astrophys. J. 155, 37 [1969].

19 H. R. GrieM, M. BArRaNGER, A. C. KorLB u. G. OERTEL,
Phys. Rev. 125,177 [1962].

20 Das Zeichen ,,...:=...“ ist zu lesen ,, ...
durch .. .“.

ist definiert
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Die Bezeichnungsweise ist die folgende:

W (F) dF Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der Absolut-
betrag des von den Ionen erzeugten elektri-
schen Mikrofeldes zwischen F und F+dF

liegt.

dy,dy,d; Komponenten des elektrischen Dipolmomen-
tes.

|a),|a’y Orthonormierte Eigenfunktionen des Hamil-

ton-Operators H, des freien Atoms in para-
bolischen Koordinaten zum Energie-Eigen-
wert E, , n bezeichnet die obere Hauptquan-
tenzahl der betrachteten Linie.

Desgleichen fiir die untere Hauptquanten-
zahl n’ <n.

1
Awpy 1= w — W (En—Ey)

18>

D, Elektronen-Stoldampfungsoperator, erklédrt
durch
Dy :=27Ne [[o0vf(v) {Sn(p, 1) —1}Richtungen d@ dv
(2.2)

{.. JRichtungen bedeutet im folgenden stets
den Mittelwert der Grofle zwischen den ge-
schweiften Klammern iiber die Richtungen
des Stoparameters p und der Geschwindig-

keit v.
Ne Elektronendichte.
f(v) Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen.

Sn(p,0) := Up(+0, —0;p,0,0) (2.3)
Un(t,t';0,0,t)) Zeitentwicklungsoperator im Wechsel-
wirkungsbild. Er gibt an, wie sich der Zu-
stand des Atoms im Zeitintervall ¢’ bis ¢ &n-
dert, falls ein Stor-Elektron auf der Bahn-
kurve
R(t) =p+0(t—1ty),
an ihm vorbeifliegt.
In Gl. (2.2) sind also vollendete, d.h. von t'= —o0
bis = + o0 erstreckte Stofle gemeint.

Die Gln. (2.1), (2.2) und (2.4) enthalten bereits
eine Reihe von Naherungen, die in dem vorliegen-
den Fall einer Wasserstoff-Linie moglich sind und
insoweit tiber die Annahmen a) bis c¢) der Einlei-
tung hinausgehen:

d) Der Einflul des quasistatischen Ionen-Mikro-
feldes, als dessen Richtung vor der Mittelung iiber
das Ionen-Mikrofeld die der positiven Z;-Achse an-
genommen sei, kommt im Sinne einer zeitunabhén-
gigen Storungsrechnung 1. Ordnung als linearer
Stark-Effekt in dem Term — (e F/R) (23— (B8] %3] B))
in Gl. (2.1b) zum Ausdruck. Dieser Storung 1. Ord-

p D=0 (2.4)

nung in der Energie entsprechen als Eigenzustinde

Aus Gl. (3.2) folgt fiir den durch

(nl yNg, M I Un,Ave(Q, v) ! nl,’ "’2,3 m'’
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nullter Ordnung die bereits oben erwihnten |a),
|a’) und | B).

e) Die Wechselwirkung mit dem Stor-Elektron
ruft Ubergiinge nur zwischen Zustinden hervor, die
dem von den Eigenzustéinden | @) aufgespannten Un-
terraum angehoren, nicht jedoch Uberginge in Zu-
stinde mit anderer Hauptquantenzahl.

Der untere Index n an den Operatoren @,, S,
und U, weist darauf hin, dal diese Operatoren nur
in dem genannten Unteraum wirken.

f) Im Vergleich zu den |a) entsprechen die | 8)
fester gebundenen Atom-Elektronen. Es ist daher
angenommen, daB Zustinde, die dem von den |J)
aufgespannten Unterraum angehoren, trotz der

Wechselwirkung mit dem Stor-Elektron ungeéndert
bleiben.

3. Die Mittelung iiber die Richtungen
der StoBparameter und Geschwindigkeiten
der Elektronen

Die Mittelung iiber die Richtungen von p und b
auf der rechten Seite der Gl. (2.2) 1afBt sich leicht
ausfiihren, das Verfahren dafiir ist als die ,,Zurtick-
fithrung auf Stoflachsen‘‘ bekannt (siehe z. B. 1) und
besteht aus 3 Schritten, von denen b) der wesent-
liche ist. Das Verfahren wird an dem allgemeinen
Operator U, (t,t;0,0,1,) —1 dargestellt. Da es da-
bei auf die Zeiten ¢, ¢ und ¢, gar nicht ankommt,
werden sie in diesem Abschnitt unter den unabhén-
gigen Veridnderlichen nicht mit aufgefiihrt.

a) Die Eigenfunktionen | @) in parabolischen Ko-
ordinaten — sie seien jetzt ausfithrlicher durch ihre
Quantenzahlen ny, n,, m gekennzeichnet, die be-

kanntlich die Gleichung
(3.1)

erfiilllen — sind durch eine unitire Transformation
mit den Eigenfunktionen |nlm) in sphirischen
Polar-Koordinaten verkniipft:

n=n;+ny+|m|+1

[ nl' n2' m') = Z Cn)/ny'm';nl"" m"”" * l nl"” m”,> (32)
i
Cny/nym';nl""'m'”” =Cn/ny/m';nl"" m' '6m',m"' (3-3)
=(n/ny m" | nl"”" m")* -8y,
) 1= {<n1 s g, M I Un(p,D) ! nl’a n2,, m,>}Richtungen (3.4a)
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erklarten Operator U, ave(0,v) die Gleichung

<n1 n,m l Un, Ave(ga ‘U) i nl’ n2’ m’>

Die Eigenfunktionen in sphérischen Polar- und
in parabolischen Koordinaten sind in der vorliegen-
den Arbeit so wie bei BETHE und SALPETER 2! de-
finiert. In den Gln. (3.2) bis (3.4) sind die Ko-
ordinaten in einem Bezugssygtem gemessen, in dem
der Beobachter ruht und das S genannt werden moge.

Im Koordinatenursprung der sphérischen Polar-
koordinaten, denen die parabolischen in der iiblichen
Weise (siehe 2!) zugeordnet sind, moge sich das

Atom befinden.

b) Neben S wird als weiteres Bezugssystem S,
eingefiihrt, dessen rechtwinklig-cartesische Koordi-
natenachsen so ausgerichtet sind. daf}

Unl"'m"” (21, 2, X3
miv=-1"

+1
) =3 (1)

H. PFENNIG

*
i Z 2 Cny my mynl”m “Cny'ny'm'snl"" m
l!l lu: - : -

-{(nl"m’U,,(p,D) rnl/"m')

(3.4b)

}Richtungen .

die positive xg;-Achse parallel zu v,

die positive zgo-Achse parallel zu —bx p,

die positive g g-Achse parallel zu p ist.
So geht aus S durch Drehung um die Eulerschen
Winkel

a(0 < a<2a), O f<a) und 7(0 < y<27)

hervor 22,

MitZ,, &,, ¥y und 29y, zos2, Zo3 seien die car-
tesischen Koordinaten ein und desselben Punktes
in den beiden Koordinatensystemen bezeichnet. Die
Werte der Eigenfunktionen fiir diese beiden Tripel
von Koordinaten sind durch die Gleichung (siehe
EpmonDs 22, Abschnitt 4.1)

1
Dgnl\';n” ((l, ﬂs 7) Uni" m" (xO,l 5 20,2 10_3) (35)

miteinander verkniipft 23: 24, Die Matrizen D®") bilden eine (21" +1)-dimensionale irreduzible Darstel-

lung der Gruppe der 3-dimensionalen Rotationen.

Aus dieser Gleichung folgt

< // // | U"(p D) } n ll// II/ -

Die Matrixelemente von U, (o,
rator Uy, o(0,

die Gleichungen

001=0 00,2=0,

0.3 =0,

gelten.

Z Dml\lzr‘z” (a, /89 7/) D%/V/;n)’” (a’ ﬂ5 7)

omy= =1
. <nl//

v) sind mit den Eigenfunktionen w,;, (291, o2, X03) gebildet, der Ope-
v) gehort zu dem Stof} eines Stor-Elektrons, fiir dessen Stollparameter und Geschwindigkeit

U, . (o, v)lnl’” i

(3.6)

vo,1=v, vo2=0, v93=0 (3.7)

Der Mittelung iiber die Richtungen von @ und b entspricht die uber die Winkel a, £, y, diese 1aft sich

leicht ausfithren (siehe EDMONDS 22, Abschnitt 4.6) :

v 1y 112 |
{<"l m |UH(P’D) [nl }Rxchtungen

2t H. A. BETHE u. E. E. SALPETER, Quantum Mechanics of
One- and Two-Electron Systems; Handbuch der Physik,
Ed. S. FLUGGE, Springer-Verlag, Berlin 1957, Bd. XXXV,
S. 88.

22 A. R. EpmonDs, Angular Momentum in Quantum Mecha-

nics, University Press, Princeton 1957.

Um die Abhdngigkeit von den verschiedenen Koordinaten

sichtbar werden zu lassen, ist voriibergehend von der Be-

zeichnungsweise | n I’ m””) usw. abgewichen worden.

23

207 +1

+1
m” m
o 6m”, m’ 6!”, I"“‘ Z l [ Un C(Qa ’U)] nl m )
miv= -
(3.8)
24 Der gegeniiber 22 zusitzliche Faktor (—1)m'Y-m" ist dar-

auf zuriickzufiihren, daf fiir die Koeffizienten memu‘n)
f.y) die dort verwendete Definition beibehalten wird, die
dort zugrunde gelegten Kugelflichenfunktionen sich aber
von denen in der vorliegenden Arbeit, die dieselben wie
bei 2! sind, um einen Faktor unterscheiden:

Y @, @) =(=1mYa™ (3 ¢).



VERBREITERUNG DER WASSERSTOFF-LINIE Ly-a DURCH ELEKTRONENSTOSSE 1075

wenn man annimmt, U, .(0,b) sei unabhingig von dem Ionen-Mikrofeld und damit auch von dessen Rich-
tung. Diese Annahme wird im Abschnitt 5 ndher begriindet.
c¢) Der Ubergang zu den Eigenfunktionen in parabolischen Koordinaten wn,n,m (%01, o2, 2o3) ergibt

(n l” Inlv U,L C(Q, 1)) 1 n lH mw> = Z Zb Cn @ n,amivinl'’ mv 'C;,bn,"m“’;nl”m“'
n9n,
(nPnytm" | Uy, o (0,v) |n®ntm"). (3.9)
Das Gesamtergebnis folgt aus den Gln. (3.4), (3.8) und (3.9):
<n1 n,m ’ Un, Ave(0, ) l nl’ ngl m,> = 6m, m" Z C;,nzmznl”m “Cny ny minl’m (3.10)
&
1 +1

. * iv | iv
207+1 z z CnnymVinl” m™ " CnPn®miV sl miv (nla n:Za m l Un [V (97 v) | nlb n2b m > v
+1 T n1® ny®

Die allgemeine Formel 226 zur Berechnung der Koeffizienten ¢y nm;nim fiihrt im Fall n=2, d. h. Ly-a,
auf die Gleichungen

1
€010:200 = €010:210 = €100:200 = — C100:210 = >i/2 s

(3.11a)

(3.11b)

Coo-1:21-1= —Coo+1;211 = — 1,
alle tibrigen ¢ n, n,m;21m verschwinden.
Einsetzen dieser Koeffizienten in die Gl. (3.10) ergibt:
(00 —1| Uy, ave(0,v) |00 —1) = (00+1]| U, ave (0,v) |00+1)
=3[2(00—1|U, c(0,v) |00—1) +2(00+1]|U,,.(0,v) |00+1) (3.12a)
+ (010 Uy, o (0, v) | 010) + (100 Uy, ¢ (0, 0) | 100)
— (010 Uy, ave(0,0) |100) — (100 Uy, c(0,v) | 010)]5

(010 Uy, ave(0,v) | 010) = (100 | Us, ave (0, v) [100)
=34 [(00—1|U, c(0,v) [00—1) +(00+1|Us (0,v) |00+1) (3.12b)
+2(010 | Uy, ((0,v) |010) +2(100| U, .(0,v) | 100)
+ (100| Uy, (0, v) |010) + (010|U,,(0,v) |100)];

(010 | Uy, ave(0,v) | 100) = (100 | Uy, ave(0,v) | 010)
=3[—(00—1|U, c(0,v) |00—1)—(00+1]|U, .(0,v) |00+1)
+ (010|U,,.(0,v) |010) + (100]|Us,, .(0,v) | 100) (3.12¢)
+2(010| Uy, (0, v) | 100) +2(100| U, .(0,v) |010)] .
Die iibrigen Matrixelemente verschwinden. Aus den Gln. (3.12a) bis (3.12¢) folgt

(010 | Uy, ave(0,v) [010) = (00 — 1| Uy, ave(0,v) |00 —1) + (010 | Us, ave(0,v) | 100) . (3.13)

4. Vereinfachungen der Gln. (2:1) im Fall ordinaten:
der Spektrallinie Ly-o (00—1]d,|000) = (00+1]d,|000)

Aus den bekannten Formeln (vgl. 2!, Abschn. 60) =(010|d;|000) (4.1a)

fiir die Matrixelemente des elektrischen Dipolmo- 128
— —(100]d,|000) = ,

mentes, gebildet mit den Eigenfunktionen in spha- ( |y )= 243 €%
rischen Polarkoordinaten, erhalt man mit Hilfe der (001 !dz [ 000) =
Gl. (3.11) die entsprechenden Matrixelemente, ge- 128 )
bildet mit den Eigenfunktionen in parabolischen Ko- —(00+1/d;|000) = 943 €%°¢- (4.1b)

25 J. W. B. HuGHES, Proc. Phys. Soc. London 91, 810 [1967].  2¢ In der Gl. (27) der Arbeit 2 ist der Ausdruck auf der rech-
ten Seite mit (—1)?-1 zu multiplizieren (J. W. B. HUuGHEs,

private Mitteilung 1969).
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Alle iibrigen (nyn,m|d;|000), bei denen [siche
Gl (3.1)]
n+ny+|m|4+1=2
ist, verschwinden.
Eine Moglichkeit, im Fall n=2, n" =1 den Ope-

rator

Ry : = i[dwyy — (e F[R) (%3“ <ﬁ! 53Iﬂ))] + D,

(4.2)

auf der rechten Seite der Gl. (2.1) zu vereinfachen,
bietet die Gl. (3.13). Aus ihr folgt [siehe Gl. (2.2)]

(010 | @, |010) (4.3)
=(00—1|®,|00-1) +(010|D,|100).

Tab. 1. Matrixelemente {(a’ | Ry; | ). Der Operator R,, ist
durch die Gl. (4.2), die GroBen a(n, ny m) und b sind durch
die Gl. (4.5) erklirt. Die Eigenfunktionen in parabolischen
Koordinaten sind durch die Quantenzahlen n;, n, und m

gekennzeichnet.
N

AN 00 —1 010 100 00+ 1
o'\
00—1 a(00—1) 0 0 0

010 0 a(010) + b b 0

100 0 b a(100) + b 0
00+ 1 0 0 0 a (00 + 1)

H. PFENNIG

Wenn man ferner die Gl. (3.12a) bis (3.12¢) und
(000! z,|000) =0 (4.4)

beachtet, ist es daher moglich, die Matrixelemente

von Ry, durch die Groflen

i F 3
a(a) : = z(szl—%{ T -2(ny* —ny%) )

+(00-1|D,|00-1) (4.5a)
und b:= (010]| D,|100) (4.5b)

auszudriicken. Diese Matrix und die zu ihr inverse
sind in den Tab. 1 und 2 angegeben.
Dabei ist

N :=a(010) a(100) +5[a(010) +a(100)] . (4.6)

Tab. 2. Matrixelemente {a’ | R5}' | a”’). Die Inverse der Ma-
trix in Tab. 1. Wegen N siehe Gl. (4.6).

Y
o 00—1 010 100 00+ 1
o'\
00—1al(00—1) 0 0 0
a(100)+b  —b 0
010 0 S =
—b  a(010)+b 0
100 0 S o
00 + 1 0 0 0 a1(00+1)

Aus den Gln. (4.1) folgt im Fall Ly-a fiir den Ausdruck auf der rechten Seite der Gl. (2.1b) zunichst

L(w; F) =
= 100|R211 |010) —

128 -
(243 ea0> Re{2(00—1|R5! |00—1)+2(00+1|R5!|00+1)
(010 Rzi* | 100) +

+(010| Rx' | 010)
(100 | Rz | 100) }

und schlielich durch Einsetzen der Matrixelemente aus Tab. 2

L(w; F) = (128 eao) Re

243

5. Die Berechnung der Matrixelemente
des Operators U, .(t,t'; 0, v, t,)

Im vorliegenden Fall hat der Hamilton-Operator
fir das Atom-Elektron die Gestalt

H:=Hy+eFz;+V(1). (5.1a)

H, ist als Hamilton-Operator des freien Atoms be-
reits in Abschnitt 2 eingefiihrt, der Term e F &4 gibt
die Wechselwirkung mit dem quasistatischen Ionen-
feld wieder, von dem zunidchst angenommen ist, es
zeige in die Richtung der positiven Z;-Achse. Fiir
die Wechselwirkung mit dem Stor-Elektron gilt:

(—e) (+e)

Vo) := —el[®@—1] T [Ro|

(5.1b)

2a71(00-1) +2a71(004+1) +——

a(100) +a(010) +40b } . @)

¥ Ortsvektor des Atom-Elektrons; i (z) Ortsvektor
des Stor-Elektrons [siehe Gl. (2.4)]; —e Elektro-
nenladung.

Der zeitabhingigen Schrodinger-Gleichung fiir die
Zustinde im Schrodinger-Bild

{Ho+eF2y+V (1)} Ps(rs0) = ;- Ps(r50)

(5.2)

i 3

entspricht die Differentialgleichung
3 i
3 rn =5 (5.3a)
* exp {;_? Ho(t— t')} [eF 23+ V()]

-exp {— ;: Ho(t— t')} Pr(tst)
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fiir die Zustande in dem durch
Ws(rs0) —exp | — o Holt—0) | Wr(r;)  (5.3b)

erkldrten Wechselwirkungsbild.

Der Zeitentwicklungsoperator 77 (¢,¢) iiberfiihrt
die Zustinde in diesem Wechselwirkungsbild zu ver-
schiedenen Zeiten ineinander:

Pr(r;e) =T (t,)¥Pr(r;¢), (5.4a)

fiir ihn gilt die der Gl. (5.3a) entsprechende Dif-
ferentialgleichung

ST ) ) ) .
TOD Lo L Hyt—0)} [eF 4+ 7 (0]
exp{— £ Hy(t—D)} T'(61)  (5.4b)

mit der Anfangsbedingung
T (,t)=1. (5.4c)

Die weiteren Rechnungen beruhen auf der Annahme,
die Unterrdaume, die von den Eigenfunktionen von
Hy zu einer bestimmten Hauptquantenzahl aufge-
spannt werden, seien invariante Unterrdume des
Operators

exp{ s Ho(t—) | [eF &34V ()]
- exp {— ;_L J‘[o(t—t')} .

d. h. dieser Operator sei diagonal beziiglich der
Hauptquantenzahl. Daraus und aus der Anfangs-
bedingung (5.4c) folgt, dafl sich die Differential-
gleichung (5.4b) in eine Folge von Differentialglei-
chungen zerlegen laft:

T, (t,7) /3t

o (L/h) [ep(xs)n‘i‘Vn(t)] Tn,(ts t’)’

T, (t,¢) =1,

(5.5a)
(5.5b)

von denen jede einzelne nur noch die von den Ope-
ratoren T’ (t,¢'), 3 und ¥ () in dem jeweiligen Un-
terraum erzeugten Operatoren T, (t,t), (Z3), und
V., (t) enthalt, fiir die also z. B.

(no|Ty (4,¢) |n#) := (nx|T () |nx)
(5.5¢)

gilt. Der Deutlichkeit halber sind in dieser Gleichung
die Eigenfunktionen von H, mit |nx) bezeichnet,
# steht fiir die iibrigen (sphérischen oder paraboli-
schen) Quantenzahlen. Matrixelemente vom Typ
(n#|T, (t,¢) |n' %) sind fiir n+n" nicht erklart
und treten in Gl. (5.5a) auch gar nicht auf.
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Voriibergehend bedeuten n und n” beliebige Haupt-
quantenzahlen, sie sind nicht (wie in Abschnitt 2)
auf die obere und die untere Hauptquantenzahl der
betrachteten Linie festgelegt.

Die genannte Annahme, die also schlielich [siehe
Gl. (5.5¢)] auf die Annahme e) in Abschnitt 2 fiihrt,
ist unter normalen Plasmabedingungen (Ionisations-
energie des Wasserstoffatoms > k£ T) fiir nicht zu
groBe Hauptquantenzahlen 7> 13,16 gerechtfertigt, es
sei denn, der StoB ist sehr stark [(V o/hv) > 1].
In diesem Fall 1aBt sich aber ohnehin die Berech-
nung des Zeitentwicklungsoperators umgehen (siehe
Abschnitt 6).

Fithrt man schlieBlich ein weiteres Wechselwir-
kungsbild [Zustinde ¥:(r;¢)] ein, das durch

Wy (v ) =exp{= 4 eF(E), (t—1) | Pi(x;0)
(5.6a)

erklart ist, so hdngt dessen Zeitentwicklungsoperator
U,(t,¢) mit T, (t,¢') folgendermaBen zusammen:

T, (t,7) =exp {— w eF(E)n (t—t’)} Un(t, 7).

(5.6b)
Das Einsetzen in Gl. (5.5) ergibt
QUn(t, t') i % ’
ot =T R Vn(t) Un(ta 4 ), (573)
Un(,8) =1, (5.7b)

Valt) 1= exp{+ 4 eFiEg) 1=0) } Val0)

exp{— 4 eF(E)a -0}, (5.70)
Diese Differentialgleichung braucht auf Grund der
Annahme f) aus Abschnitt 2 nur fiir die Haupt-
quantenzahl n gelést zu werden, die zum oberen
Niveau der betrachteten Linie geh6rt. Wenn man die
Eigenfunktionen | ), d. h. die in parabolischen Ko-
ordinaten, als Basissystem benutzt und die Exponen-
tialfunktionen sogleich durch 1 ersetzt, entspricht
der Differentialgleichung (5.7) ein System linearer,
gewohnlicher Differentialgleichungen

aaz (a|Un(t,0) | ) (5.8a)
=15 (alVal) |a”) (a"|Unlt, 1) | )

mit der Anfangsbedingung

(@’ | U, (£, 0) | o) =8, . (5.8b)



1078

Wie man sieht, besteht es seinerseits aus einer Folge
von Differentialgleichungssystemen, jedes fiir einen
Spaltenvektor (Index a’) der Matrix von U, (t,1).

Das Produkt der beiden Exponentialfunktionen
darf nur dann durch 1 ersetzt werden, wenn fiir sein
Argument i Awg- (t—¢') die Ungleichung

i dog-(1—1)] <1 (5.9a)

erfullt ist, wobei

Aoy : = ’;l{ eFay- 2 n-[(ng®—ny*) — (ny —ny™’) ]

2
(5.9b)
bedeutet. Soweit es sich — wie in der vorliegenden
Arbeit — um Rechnungen fiir den Linienkern auf

der Grundlage der Stofiddmpfungstheorie handelt,
ist das Zeitintervall (¢—¢) durch die StoBzeit ~o/v
abzuschatzen.

Das Einsetzen mittlerer Werte fiir 0, v und F
fiihrt schlieBlich zu dem Ergebnis 1?27, daf} jeden-
falls fiir n=2, T = 10*K und N, < 107 em ™2 die
Ungleichung (5.9a) noch recht gut erfiillt ist.

Die Annahme, V' (t) brauche nur bis zu den Qua-
drupol-Termen einschlieBlich entwickelt zu werden 28,

fihrt auf die Gleichung
2
V()= 2 V®() (5.10)
k=0
k=0 Monopol, k=1 Dipol, k=2 Quadrupol.

Die einzelnen Terme lauten folgendermaflen:

1 17
VO (1) =€2“r - R(?)‘J R(t) <r,
0 r<R(1),
(5.11a)
= R(t) <r
V(1) =e? 3 =T,
S r <R,
(5.11b)
1[3@R®) _ R@® <
V@ (1) =2 2 /5 3 ] R(t) =r,
aeRor =) g
o o =(5 11 ')
. C

Der ,,reinen Dipol-Ndherung* entspricht die Glei-

27 H. vaAN REGEMORTER, Ann. Rev. Astron. Astrophys. 3, 71
[1965].

28 Im Fall n=2 verschwinden sogar die Matrixelemente der
Multipol-Terme hiherer Ordnung exakt 29.

29 C. R. VipAL, J. CooPER u. E. W. SMITH, J. Quant. Spectro-
scop. Radiat. Transfer 10,1011 [1970].
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chung
SR (1)
R (5.12)
Durch die Gln. (5.11)/(5.12) ist die rechte Seite
des Differentialgleichungssystems (5.8) vollstindig
erklart. Man braucht es zwar nur fiir die in den Gln.
(3.7) angegebenen Richtungen von @ und b zu 16-
sen, um die in den Gln. (3.10) benotigten Matrix-
elemente von U, .(t,¢;0,v,1) zu erhalten, aber
auch nach dieser Vereinfachung ist seine exakte Lo-
sung im allgemeinen nur durch numerische Integra-
tion zu erhalten. Fiir n=2 sind deren Einzelheiten
im Anhang A angegeben.

Fiir den reinen Dipol-Fall gibt es einige Arbeiten
(13- 18 fiir vollendete, 15 fiir nicht vollendete StoBe),
denen die Annahme zugrunde liegt, die Operatoren

t
V() und [V,(t,) dt, seien auch in dem Unter-
z

raum mit der Hauptquantenzahl n miteinander ver-
tauschbar:

V(t)=e fir 0r<c.

t
S| Va |a) (@] [ Valey) doy ) (5.13)

t
=2 (a'ft[ Va(ty) dty| @) (a| V(1) |a”),

o

und infolgedessen (siehe z. B. 3%) laute die Losung

<a,| Uﬂ,c(t9 t/; Q, v, to) 'a”\
t

/

(5.14)

— (a'|exp{* ;; Val(ty) dtl}[a) :

¢
Die Bedingung (5.13) ist keineswegs erfiillt. Die
Losung (5.14) und eine weitere, davon verschiedene
Naherung 1 haben aber immerhin im Vergleich zu
dem Ergebnis der zeitabhéngigen Storungsrechnung
den Vorteil, da} sie Zeitentwicklungsoperatoren dar-
stellen, die unitar sind und damit eine fiir die Nor-
mierung des Linienprofils wichtige Eigenschaft wah-
ren.

Alle diese Ndherungen sind aber gar nicht nétig,
es ist im reinen Dipolfall moglich, die Matrix-
elemente des Zeitentwicklungsoperators durch ele-
mentare Funktionen exakt auszudriicken 3!. Fiir voll-
endete StoBe und fiir die Hauptquantenzahl n=2
sind die Matrixelemente im Anhang B angegeben.

30 W. SCHMEIDLER, Vortrige iiber Determinanten und Matri-
zen, Akademie-Verlag, Berlin 1949.

31 H. PFENNIG, to be submitted to J. Quant. Spectroscop. Ra-
diat. Transfer.
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6. Die Integration iiber o und v

Die rechte Seite der Gl. (2.2) ist insoweit noch
nicht vollstandig erklart, als die Integrationsgrenzen
fehlen.

Wie in der StoBdampfungstheorie gemeinhin iib-
lich (vgl. z. B. 5), wird als obere Grenze des Integrals
tiber o der Debye-Radius

op:= VkT[AaN,e? (6.1)
gewihlt. Uberlegungen, die auf einen anderen als
diesen Abschneideradius fithren (siehe 22, dort wei-
tere Literaturhinweise), sind nicht Gegenstand die-
ser Arbeit.

Die untere Grenze des Integrals iiber o ist 0. Wie
die diesbeziiglichen Abschitzungen (siehe z.B. )
zeigen, dirfen allerdings die Stor-Elektronen (mit
der Masse m 33) im Bereich
I 0= o< (6.2a)

Z:= kh/mv  de Broglie-Wellenlinge

sicher nicht im Sinne der klassischen Mechanik be-

schrieben werden, im Bereich
II i1<o

ist dies erst fiir 2 << p voll gerechtfertigt.

Selbstverstandlich ist es willkiirlich, die Grenze
zwischen diesen beiden Bereichen genau bei 4 zu
ziehen. Etwas mehr Spielraum, um verschiedene
Rechnungen miteinander vergleichen zu koénnen
(sieche Abschnitt 7), verschafft der dimensionslose
Zahlenfaktor

(6.2b)

qg=1, (6.3)
mit dessen Hilfe der Radius
Omin(v) L= q2 (64‘)
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eingefithrt wird, so daf} fiir
1T Omin (‘U) S Q

die Annahme a) mit der oben genannten Einschrin-
kung gerechtfertigt ist. Im Bereich II” sind somit
die Ergebnisse der Abschnitte 3 und 5 anzuwenden.

Fiir den Bereich
I 0 < 0<0min(v)

(6.2b")

(6.2a")

wird die Ndherung von Lorentz-Weilkopf benutzt.
Sie beruht auf der Tatsache, daf} ein vollendeter Stof}
aus dem Bereich I” die Lage des Zustandes ¥;(1;¢)
in dem von den | @) aufgespannten Unterraum vol-
lig dndert (starker Stof}), und besteht in der An-
nahme, dall eben deshalb die Lage des Zustandes
nach dem Stof} als zufillig angesehen werden darf 34.
Die Mittelung in Gl. (2.2) ist infolgedessen denk-
bar einfach:

2z f g?‘(v)e v f(v) {S.(®, D) }Richtungen d0 dv =0.
(6.5)
Fir v—>0 (6.6a)
wird schlieBlich oy, (v) >0p - (6.6b)

Es stellt sich aber heraus, dafl die implizit durch die
Gleichung

Omin (Umin) =0p (67)

eingefithrte Geschwindigkeit vy,;, bei den in Betracht
kommenden Werten der Elektronendichte und der
Temperatur so klein ist, dal} der Beitrag der Elek-
tronen mit Geschwindigkeiten v < vy;, vernachlis-
sigt werden darf.

Auf Grund dieser Uberlegungen und Annahmen geht die Gl. (2.2) iber in die Gleichung

o omin(?) oo

@n=2nNe[—f ovf(v)dodv-1 + [

Vmin 0

Vmin

Die GroBlenordnung des Vorfaktors ist aus der Glei-
chung

h\2/8am)\': oc.1n—7 [ 10K\ em?®
(77:) (_A-T—) =1,726-10 ( T ) sec (6.9)

32 D. D. BUurGess, J. Quant. Spectroscop. Radiat. Transfer 10,
365 [1970].

F 0v(®) {5.(p,9) — 1} Richtungen do dv

VUmin Omin(?)

h\2/8am\': ¢ .. m m o2 o/ 0 0
=Ne(m) <kT> [_ 9 e Jml"+’k'77 J veXp {_ 2kT}[ ‘ <’2>{Sn,Ave(9,v)_1}d<’5)

(6.8)
J dv].
q
zu ersehen. Fir
Ymin P = MOmin2/2kT (6.10a)

gilt im allgemeinen [siehe die Bemerkungen im An-

33 Der Buchstabe m bezeichnet auch die magnetische Quanten-
zahl. Es diirfte keinem Zweifel unterliegen, wann die eine
und wann die andere Grof3e gemeint ist.

34 Zu diesen Bemerkungen siehe 18,
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schluf} an Gl. (6.7) ]

A I (6.10b)

Nur die Diagonalelemente des Operators
2
— 5 exp{ Y} -1

sind #0, ein Ergebnis, auf das auch in ® mehrmals
hingewiesen ist. 2 bezeichnet die bereits aus Gl.
(6.2a) bekannte de Broglie-Wellenldnge, das Ver-
hiltnis /4 miBt den Drehimpuls des Stér-Elektrons
in atomaren Einheiten. Einige Hinweise zur numeri-
schen Berechnung des Integrals in Gl. (6.8) im Fall
n=2 sind am Schluf} des Anhanges A zu finden.
Zu der Behandlung des Beitrages der starken
StoBe in einer Reihe von Arbeiten mogen hier die
folgenden Bemerkungen eingeschoben werden:

Fiir die schwachen Sto6Be ergibt die zeitabhdngige
Storungsrechnung 2. Ordnung im reinen Dipol-Fall 33
Sn,Ave(@s ’U) —1=- § (1)“7% : % ’

[ ay [

(6.11a)

On , O
ay Q

3 { 2
= 3 e Es (6 qpp)

ji=1 % @y

In dieser Nédherung folgt aus den Gln. (6.8) und
(6.11)

h\2/8am\':
gD”:N"(m') ( kT )
M) n

s 1
lr_ 9 exp{—ymin}'l — 3 El(?/min) 7(107 )

(6.12)

4

E, bezeichnet die Integralexponentialfunktion

E,(y) ::yf (e ¥y)dy.  (6.13)

GrieM, KoLB und SHEN %¢ verwendeten nun aber
nicht etwa die Gl. (6.12), sondern die Gleichung

1 R\2/8mm\'e
Pu=— 5 Ne (m) (’kT ) (6.12)
. 31 @On, ©On
[1+Ey (yain)] 22 - 2,

die sich von Gl. (6.12) vor allem dadurch unter-
scheidet, da} die 1 innerhalb der eckigen Klammer
[ ], die dem Beitrag der starken Stoe entsprechen
soll, mit dem aus der Stérungsrechnung stammen-
den Term [(1),/a,] [(1)n/a,] multipliziert wird.

35 H. R. GrieM, A. C. Ko u. K. Y. SHEN, Phys. Rev. 116,
4 [1959].

36 H. R. GrieM, A. C. KoL u. K. Y. SHEN, Astrophys. J. 135,
272 [1962].

37 M.E.BacoN u. D.F.Epwarps, Phys. Rev. 170,125 [1968].
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Auf diese Weise erhalt der Beitrag der starken Stofle
auch Nicht-Diagonalelemente, die =0 sind. Dieses
Ergebnis widerspricht dem {ritheren [hinter GI.
(6.10b) J.

Die Gl. (6.12") ist offensichtlich falsch, was um
so mehr iiberrascht, als dieselben Verfasser zeit-
weise % 3% durchaus die richtige Gl. (6.12) angege-
ben hatten. Aus der Gl. (21) in 3% folgt eben die
Gl. (6.12) und nicht die Gl. (6.12").

Dennoch wurde diese Gleichung in einer ganzen
Reihe von Arbeiten 1437739 _ keineswegs nur fiir
Ly-a — ibernommen, deren Ergebnisse ebenso wie
die in 3% insoweit fragwiirdig sind.

7. Die Ergebnisse

Um den Vergleich mit den Ergebnissen von Ba-
cON, SHEN und COOPER 1740 zu erleichtern, seien
vorweg die Gleichungen

{<2OO | S2(Pa D) =1 I 200) }Richtungen
={(00—-1]|S,(p,b) —1|00—1) (7.1a)
= 2<010 |52(99 D) =] I 100>}Richtungen ’
{<21 m ] Sp(p,0) —1 I 21 m)}Richtungen
= {<00— 1 IS2(99 b) -1 | 00 — 1>}Richtungen
(m=-1,0, +1) (7.1b)
aufgefiihrt. Sie und die entsprechenden Gleichungen
fiir D, [siehe Gl. (2.2)] folgen aus den Gln. (3.11)
und (3.13). Auf der linken Seite sind die Matrix-
elemente wie bei BSC mit den sphérischen, auf der
rechten Seite mit den parabolischen Eigenfunktionen
gebildet.
Die Abb. 1 der vorliegenden Arbeit entspricht der
Abb. 2 bei BSC. Die Kurven fiir den

Re {{(00_ 1 [52(9’ D) -1 | 00— 1>}Richtungen}

stimmen offensichtlich innerhalb der Zeichengenauig-
keit iiberein, die Kurve fiir den Imaginarteil ist bei
BSC nicht eingezeichnet.

Im reinen Dipol-Fall, in dem sich ja die Matrix-
elemente des Zeitentwicklungsoperators durch ele-
mentare Funktionen exakt ausdriicken lassen (siehe
31), ist eine geringfiigige Abweichung zu bemerken:
Der Re {{ (00 -1 ’ SQ(P, p) -1 ' 00-1 ) }Richtungen}
durchlduft an der Stelle (¢/4)~1,1 ein Maximum,
das in der Abb. 2 von BSC nicht zu erkennen ist.

38 M. E. BacoN u. D. F. EDwARDs, J. Quant. Spectroscop.
Radiat. Transfer 9, 951 [1969].

3% M. E. BacoN u. D. F. EDwARrDs, J. Quant. Spectroscop.
Radiat. Transfer 10, 563 [1970].

40 Tm folgenden mit BSC abgekiirzt.
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Abb. 1. {{00—1|S,@, ) —1| 00—1)}Richtungen als Funktion von /2.
0, 1) Real-(0) und Imaginir- (CJ) Teil fiir den Parameterwert ao/ =%,
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tare Funktionen 1. X Reiner Dipol-Fall in der Néherung von SHEN u.
CooPrER 18, Im reinen Dipol-Fall verschwindet der Imaginér-Teil.
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0=4ay. o, [ Real-(0) und Imaginir-(C3J) Teil bei Beachtung der

Fallunterscheidungen in den Gln. (5.11). @, M Real-(®) und Imagi-

nér- (M) Teil unter der vereinfachenden Annahme, jeweils die untere der
Gln. (5.11) gelte fiir den gesamten Bereich 0 < r < oo
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Wenn man schon die reine Dipol-Néherung ver-
bessern will, mufl man sowohl den Mono- und den
Quadrupol-Term hinzunehmen als auch die Fall
unterscheidungen in den Gln. (5.11) beachten. Wie
Abb. 2 zeigt, geniigt es keinesfalls anzunehmen, daf}
das Stor-Elektron nicht in das Atom ,.eindringe®,
d. h. daf} jeweils die untere Zeile der Gln. (5.11) fiir
alle r gelte.

Die Abb. 1 und 3 zusammen entsprechen der
Abb. 1 bei BSC, beim Vergleich ist die Gl. (7.1a)
heranzuziehen. Innerhalb der Zeichengenauigkeit
besteht offensichtlich wieder Ubereinstimmung. In
den Abb. 1 und 3 ist bemerkenswert, wie sehr im
reinen Dipol-Fall die Néaherung (5.14) von dem
exakten Ergebnis abweicht.

Die Ergebnisse nach der Integration tiber ¢ und v,
d. h. die fur die Matrixelemente von @,, werden
nach dem Vorbild von BSC in der folgenden Weise
auf die von GRIEM, KOLB und SHEN 35 bezogen:

Re {00—-1|®D,|00—1)}={00—1|D,|00—1)gxs
_3N6<Z>2<3;Tm)1/2 Ky,  (7.2a)
Re {(010] @,]100)} — (010| @, 100)x
-3n () (8”‘) K.
B C1, (6.12) folgt firn
(00—1] P, 00— 1) ks — 010\@2\100>GKS
_ ;NQ<Z> (BJT"‘)/ 3E,(yn).  (1.3)

(7.2b)
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Dabei ist wie in 3° der Lorentz-WeiBkopf-Term ver-

nachléssigt und

g=qW := V322 (7.4)
gesetzt worden. Ferner ist
(00-1| Qe O lgg_1y
)
" <010‘ .. ®: 100y —9 (7.5)
a, a,

beachtet worden.

Die dimensionslosen Groflen K, und Kj sind in
Tab. 3 angegeben, die einzelnen Ndherungen unter-
scheiden sich durch die Art, in der das Differential-
gleichungssystem (5.8) gelost wurde, durch den
Wert von ¢ in Gl. (6.4) und dadurch, ob der Lo-
rentz-Weillkopf-Term [siehe Gl. (6.8)] mitgenom-
men wurde — ihm entspricht in Tab. 3 die Grolle

LWwd:=1%-3 (D)2 exp{ -y} (7.6)
— oder nicht.

Zum Inhalt der Tab. 3 ist zu bemerken:

1. Die Groflen K, und K; stellen ein sehr emp-
findliches Mal} fiir die Differenzen
Re{(00—-1|®,|00—-1)}

(00— 1] ,]00—1) ks
und

Re{(010| ®,]|100)} — (010 | D, | 100) ks
dar. Bei T=10*K und N, =10'" cm? z. B. fiihrt ein

relativer Unterschied zweier Werte fiir

Re {(00—1] ®,]|00—1))

Tab. 3. Die dimensionslosen Grioflen K, und K aus den Gln. (7.2). Die GroBe L W (i) fiir den Lorentz-WeiBkopf-Term ist durch
Gl. (7.6) erkldrt. Die verschiedenen Naherungen sind durch folgende Eigenschaften gekennzeichnet:

Reine Dipol-Ndherung [siehe Gl. (5.12)] :

a) Exakte Losung durch elementare Funktionen 3!; g=¢q@

:=1. f) Wie a, zusitzlich Lorentz-WeiBBkopf-Term. ) Stérungs-

rechnung 2. Ordnung; g=q" [siehe Gl. (7.4)]; zusitzlich Lorentz-WeiBkopf-Term.
Wechselwirkung exakt [siehe Gl. (5.11) und 28] berlicksichtigt:

0) Numerische Integration; g=¢®. &) Wie d),

zusitzlich Lorentz-Weillkopf-Term.

Néherung T Ne = 1015 ¢cm—3 Ne =107 cm—3
(K) Ko K3 K> K3
o) 5-103 1,652 — 1,49, 1,644 — 1,475
104 1,659 — 1,49, 1,651 — 1,49,
1,5-104 1,659 — 1,49, 1,652 — 1,495
2104 1,655 — 1,49, 1,652 — 1,49
B) wie o) wie o) + LW (2 wie o) wie o) + LWE wie o)
~ wie o) + % A~ wie o) +%
) /. LWM 16 =1,77g 0 LW 16 =1,77¢ 0
o) 5-103 1,715 — 1,533 1.726 — 1,49
104 1,725 — 1,559 1,735 — 1,544
1,5-104 1,697 — 1,557 1,703 — 1,544
2104 1,657 — 1,543 1,664 — 1,535
€) wie o) ~ wie 0) + § wie ) A~ wie 0) + ¥ wie o)
(siehe B)) (siehe B))
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von 1,5% dazu, daB sich die entsprechenden Werte
von K, bereits um 0,1 unterscheiden.

2. K, stimmt definitionsgemél} mit der ebenso be-
zeichneten Grofle bei BSC tiberein, Ky dort und K,
hier sind mit dem gemeinsamen K, durch die Glei-
chung

Ki=3% (K;+2K3) (7.7)

verkniipft.

3. Die sehr schwache Temperaturabhéngigkeit von
K, und K;, die in den Fillen @) und ) zu bemer-
ken ist, geht auf die untere Integrationsgrenze v,
in Gl. (6.8) zuriick und ist deshalb um so ausge-
prégter, je hoher die Elektronendichte und je nied-
riger die Temperatur ist.

Fiir K,=1,65, und K;= —1,49,

findet man

K= —0,44,
im Gegensatz zu BSC, die

& — ~0,39,
K- 162

und } unabhingig von T

angeben.

Da es im reinen Dipol-Fall moglich ist, die Lo-
sung des Differentialgleichungssystems (5.8) bzw.
(A.5) durch elementare Funktionen exakt auszu-
driicken ! und das Gebietsintegral iiber o0 und v in
Gl. (6.8) auf ein einfaches Integral tiber v zuriick-
zufithren (siehe Anhang A), sind die in der vorlie-
genden Arbeit fir die Néaherung a) gefundenen
Werte von K, und K3 und damit auch von K, wohl

" denen von BSC vorzuziehen.
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4. Fiir die Naherung y) sind bei BSC die Werte
Ki=K,=1
angegeben, aus denen infolge der Gl. (7.7) auch
K;=1

folgen wiirde. Diese Werte sind falsch und auf das
in den Gln. (6.12) und (6.12") erliuterte MiBver-
standnis zuriickzufithren.

5. Je niedriger die Temperatur ist, desto grofler
ist wegen der Gl. (6.4) der Mittelwert derjenigen
StoBparameter, die auf den Bereich II" [siehe GI.
(6.2b") ] entfallen. Infolgedessen sollte fiir

T—0

der Einflu} des Monopol- und des Quadrupol-Terms
auf den Wert des Gebietsintegrals iiber ¢ und v in
Gl. (6.8) immer mehr verschwinden, die Werte von
K, und K,, die die Niaherung 0) ergibt, sollten in
die der Naherung a) tibergehen.

Der Tab. 3 ist zu entnehmen, da} K, von seinem
,reinen Dipol-Wert* K, =1,65, aus zunimmt, etwa
bei T=10* K ein Maximum durchlduft und dann
abnimmt. In entsprechender Weise durchlauft K,
ein Minimum 41.

Die Werte von K,, die BSC angegeben haben,
durchlaufen kein Maximum, sondern nehmen vom
reinen Dipol-Wert aus monoton ab, im tibrigen sind
sie etwas kleiner.

6. Fiir hinreichend groBe Werte o/1 wird
Ss. Ave(0,v) —1 immer besser durch die Naherung
(6.11) fiir n=2 wiedergegeben. K, und Ky, die
ja aus dem Vergleich mit dieser Naherung hervor-
gehen, sollten daher von der Wahl des oberen Ab-

Tab. 4. Imaginirteile der Matrixelemente von @, bei exakter Beriicksichtigung der Wechselwirkung. Die Imaginir-Teile der

Matrixelemente von @,/ [Ne(h/m)2 (8 w m/k T)"2] sind — wie die GroBen K, und K in Tab. 3 — dimensionslos, sie ver-

schwinden im reinen Dipol-Fall. Fiir den Vergleich zwischen den Real- und den Imaginir-Teilen sind die Gln. (7.2) und (7.3)
heranzuziehen.

Ne = 1017 cm™3
Im{<00 — 1| 2| 00 — 1>} Im{<010 | D3| 100>}

"~ Ne(h/m)2 (87am/kT))2  Ne(h/m)2 (8 wm/kT)1/2

T Ne = 1015 ¢m—3
(K) Im {00 — 1|®2[ 00 — 15} TIm{<010 | Ba| 100>}
Ne (h/m)2 (8 xm/kT)1)2 Ne (fi/m)2 (8 am/kT)1/2
5-103 0,5957 0,376g
104 0,737, 0,611g
1,5-104 0,8565 0,8103
2-104 0,989¢ 0,966,

0,5953 0,3704
0,737¢ 0,6095
0,8558 0,808
0,989g 0,9652

41 Dieses Verhalten pafit erstaunlich gut zu dem Korrektur-
glied, das Griem ® eingefiihrt hat, um den Einflul der
Quadrupol-Terme nidherungsweise zu erfassen. Da GRIEM

aber die zeitabhidngige Storungsrechnung und auch ein an-
deres omin (v) gewdhlt hat, ist kaum zu entscheiden, ob die
Ubereinstimmung notwendig oder zufillig ist.
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schneideradius bei der Integration iiber ¢ nahezu
unabhingig sein.

Derselbe Sachverhalt erkldrt im reinen Dipol-Fall,
in dem S5 Ave(0,v) —1 nur o/Z abhingt, weshalb
K, und K3 von T und N, nahezu unabhingig sind,
wenn man von der unter 3. erwahnten schwachen
Abhéngigkeit absieht.

Zu der Tabelle 3, die nur die Real-Teile von
(00-1|2,/00—-1) und (010|P,!100) betrifit,
tritt die Tab. 4.

Die Gl. (7.1a) ermdglicht es, aus den Werten der
Tab. 4 auch den des mit den sphérischen Eigen-
funktionen gebildeten Matrixelementes

Im{ (200 | @, |200)}

zu berechnen. Dessen Werte ergaben sich um etwa
20% grofler als bei BSC, bei dem Matrix-Element
Im{(00—1|®,|00—-1)} ist die Abweichung er-
heblich geringer 2. Die Imaginirteile kommen im
Linienprofil als sehr kleine Verschiebung zum Vor-
schein, sie betrdgt bei N,=107 ecm™3, T=2-10*K
etwa 1073 A, und zwar in Richtung auf groBere
Wellenldngen hin, siehe in Abb. 4 die Kurven O
und /\ einer- und die Kurven x und ® anderer-
seits, die den Naherungen 0) und &) mit und ohne
die Imaginarteile entsprechen.

Wie die Abb. 4 ferner zeigt, fiihren im Fall der
Linie Ly-a die verschiedenen Ndherungen, die tiber
die zeitabhingige Stérungsrechnung 2. Ordnung fiir
den reinen Dipol-Fall ohne Lorentz-Weillkopf-Term
(Kurve +) hinausgehen und auf die eine oder an-
dere Weise die starken Stofe mit Stolparametern

0 g Omin(v)

berlicksichtigen, zu etwa demselben Ergebnis. Die-
ser Befund sollte nicht auf andere Linien verallge-
meinert werden. Bei Ly-a liegen die Verhiltnisse
insoweit besonders einfach, als sogar noch in dem
Wellenzahlbereich —5cm 1< A7 < +5cm™1, der
also doppelt so gro} wie der in Abb. 4 wiedergege-
bene ist, der Beitrag der unverschobenen Mittel-
komponente, fiir die nur das Matrixelement

(00—1|®P,/00-1)

wichtig ist [siehe Gl. (4.5)], den der verschobenen
Komponenten bei weitem (mehr als 23 zu 1) iber-
wiegt.

42 In der vorliegenden Arbeit ist @, etwas anders erklirt [s.
Gl. (2.2)] als bei BSC. Dies wirkt sich gerade so aus, daf3
die Imaginirteile der Matrixelemente von @, in den bei-
den Arbeiten einander entgegengesetzte Vorzeichen haben.
Dieser Umstand ist beim Vergleich mit BSC zu beachten.
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Relative Intensitat —
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Abb. 4. Die relative Intensitit L (¥y,+ A7) /L (7y,) [siehe Gl
(2.1a)] im langwelligen Teil des Profils der Linie Ly-a als
Funktion des Abstandes von der Linienmitte bei N,=107
cm—3, T=2-103K. 3 Niherung ¢) (siche Uberschrift zu
Tab. 3) ; /\ Niherung d) ; O Niherung ) ; + Niherung ),
aber ohne Lorentz-Weillkopf-Term; entspr. der Kurve GKSI
bei BSC; X Niherung &), aber Im{{00—1|®,|00—1)}
=Im{<010 | &, |100)} = 0 gesetzt. ® Niherung ), aber
Im{{00—1 | D, |00—1)} =Im{{010 | D, | 100)} =0 gesetat;
entspricht der Kurve “This calculation™ bei BSC.

Die beiden Kurven, die in Abb. 4 der vorliegen-
den Arbeit und in Abb. 3 bei BSC gemeinsam vor-
kommen (namlich + und @ hier, ,,GKS* und ,,This
calculation* dort) stimmen sehr gut iberein, wie
z. B. die Angaben iiber den Unterschied der Halb-
wertsbreiten dieser beiden Kurven zeigen. BSC ge-
ben 21% an, in der vorliegenden Arbeit wurden
21,9% gefunden.

Als Mikrofeldverteilungsfunktion ist der Einfach-
heit halber die von Holtsmark benutzt worden, da
es ja hier nur auf den Vergleich verschiedener Rech-
nungen fiir die Elektronenstofdampfung ankommt.

Die oben erwiihnte Asymmetrie sollte nicht mit
der Asymmetrie verwechselt werden, die im fernen
Linienfliigel zu erwarten und in erster Linie auf die
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Inhomogenitét des von den Ionen erzeugten elektri-
schen Mikrofeldes zuriickzufiihren ist 43.

Frau Dr. E. TREFFTZ hat dankenswerterweise die
Arbeit durch Diskussionen gefordert und das Manu-
skript kritisch durchgesehen. Der Verfasser dankt fer-
ner Frau A. HRALA und Frau A. TROSTEL fiir die Hilfe
bei den numerischen Rechnungen an der elektronischen
Rechenmaschine G 3 des Max-Planck-Instituts fiir Phy-
sik und Astrophysik, Herrn K. KATTERBACH 7 fiir die
zur Kontrolle unabhingig ausgefiihrte Berechnung zahl-
reicher Integrale, Frau D. LINDNER und Frau R. MIR-
MIKLIS fiir das Schreiben des Manuskriptes und Frau
G. WIMMERSBERGER fiir das Anfertigen der Zeichnun-
gen.

Anhang A

Die numerische Berechnung der Matrixelemente
des Zeitentwicklungsoperators fiir vollendete StéBe

Da der Stoparameter p und die Geschwindigkeit
b in dem Koordinatensystem S, die durch die Gl
(3.7) angegebenen Richtungen haben, gelten im Fall
n =2 fiir die mit den Eigenfunktionen w,(zyy, 22, Zg3)
gebildeten Matrixelemente von V,(t), soweit sie +0

sind, die GIn. (A.2), in denen die folgenden Abkiir- _

zungen vorkommen:

R(t) := R(t) /ay,

~ . 4 ~

F(R):= 1—e® 3 RWk!, (A.1b)
k=0

CR):= 1-¢F ;.:Zo L TR

a, bezeichnet den 1. Bohrschen Radius, Z die bereits
in Gl. (6.2) eingefiihrte de Broglie-Wellenlange.

Monopol :

(00—1|V (2) |00—1)=(00+1 |V (¢) |00+1)

- — o ep{ - R(t){ +3+R(z)+—’3@-},
(A.2a)

(010| V¥ (2) | 010) =/100|V‘°> (1) |100) (A.2b)

e ﬂtl R@)
Shat exp{ — Rt)}{ - < + + = g

(010 | V¥ (2) | 100) = 100]1/5_,0) () |010)

- - L e~ R0} B

- ~51 (A.2¢)

4 G. V. SHoOLIN, Optika i Spektroskopiya 26, 489 [1969] ;
Optics and Spectroscopy 26, 275 [1969].

(A.1a)
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Dipol:
—1|7¥ (¢) | 010)
<010W“> (¢) |00—-1)

= (00—1|7% (¢) |100)
<o1o|V<‘> (t) |00 +1)
(
(

I

=(100| ¥ () |00 —1) = (100 | V" () |00 +1)

=(00+1|¥E (1) |010) = 00+1]V“> (¢) |100)
3e v(t— t)a

- -5 Ry “FR(1)), (A.2d)

(0107 (¢) | 010) =
= -3¢

— (100 | V8 (¢) | 100)

o F(R(1))- (A.2e)

Quadrupol :

00—1|V® (¢)|00-1) =
= (010|V% (¢) | 100)
—(010| V7§ (¢) |010) =

=3¢ it CR0) [((—19)* -

(00+1|VY (1) |00+1)
(100 | VS (2) | 010)
—(100| V¥ (¢) | 100)

2¢0%, (A.2f)

<00—1\V<2> (2) |004+1)=(00+1|V (z) |00—1)

—9¢? (A.2g)

R”(t) G(R l))(‘l} t_lO))‘)
=(010|V® (¢) |00—1)

=(010| V¥ (£) |00+1) =(00+1|V () |010)
—(00—1|V®(2) | 100) = — (100 | V() |00 —1)
—(100| V¥ (¢) |00+ 1)= — (00+ 1|V (2) | 100)
—9¢? R‘;“('l)—— G(R(1)) v(t—1t,) 0. (A.2h)

00—1|V® (¢)|010)

Wenn man annimmt, dal das Stor-Elektron in dem
zu Beginn des Abschnittes 7 erlduterten Sinne nicht
in das Atom eindringe, verschwinden die Matrix-
elemente von V' (¢) und es wird

F(R(t))=G(R(1)) =1. (A.3)
Fiihrt man statt ¢ die dimensionslose Grofle
Ti=v(t—1ty) /0 (A.4)

als unabhingige Verinderliche ein, so folgt aus Gl.
(5.8) fiir den vorliegenden Fall das Differentialglei-
chungssystem

3 ,
3¢ (a|Uy,c(z, 75 0 (A.5a)

=—iZ,Caa”( ,;{;'-> a’ | Uy, (7,75 0,v,0) | @)
o

v, 0) Ia')

mit der Anfangsbedingung

(" | Uy, (7,75 0,0,0) |a') =08,,0. (A5b)
Der Koeffizient C,.(7;0/%;a9/%) ist durch die
Gleichung

0 . q _1 71
Cfm"(’;'z ”z) T R dr/de (A.6)

<alV(t—to) |a”>
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erklirt, auf deren rechter Seite jetzt genauer V(¢ —¢,)
statt bisher V' (¢) geschrieben ist.

Gemail} der Definitionsgleichung (2.3) stimmt die
Matrix von S, .(0,v) mit derjenigen Lésung des
Differentialgleichungssystems (A.5) {iiberein, die
man erhalt, wenn man in Gl. (A.6)

=0

setzt und die Integration von 7=17 = — ~ bis
7= + oo erstreckt. Es zeigte sich, daf} fiir

| 7| > Tpe (A7)
die zeitabhdngige Storungsrechnung 2. Ordnung die
Losung des Differentialgleichungssystems (A.5) sehr
genau ergibt, wenn 7ps, grofl genug gewahlt ist:

TDigl = 16. (A8)
Fiir | 7| <tptel (A.9)
laBt sich die numerische Integration nicht umgehen,

es wurde das Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung
(siehe z.B. %*) angewandt, dessen Verallgemeine-

rung auf den vorliegenden Fall — die Matrixele-
mente des Zeitentwicklungsoperators sind komplex-
wertig — trivial ist. Die Matrix von S, .(0,v)

miifite unitidr sein. Die Abweichungen davon erwie-
sen sich als sehr gering:

Z <Cl, ‘ S:Z.(‘(Q’ ’U) } a> <(1N ’ S:z. ('(Q, 'U) “ (1>*
[+
=04, 4" +¢€, (A.10a)
le|<5-1074 (A.10Db)
fir alle ¢ und v, fiir die die Matrix von Ss (0, v)
auf die oben beschriebene Weise berechnet worden
war.
Dieser Bereich in ¢ und v ist durch die Unglei-
chungen
(A.11a)
(A.11b)

1 < 0/A <30
0=<q/t=1

und

festgelegt.

Die untere Grenze fiir o/ ist aus den Gln. (6.3)
und (6.4) bekannt, die obere ist so gewahlt, daf}
die iiber das gesamte Zeitintervall r=1" = — ~ bis
7= + oo erstreckte zeitabhéngige Storungsrechnung
3. Ordnung ausreicht, S, .(0,v) genau zu berech-
nen, falls

g/i > 30
ist und a,/Z in dem Bereich (A.11b) liegt.

(A.12)

4 L. CorLrLaTz, Numerische Behandlung von Differentialglei-
chungen, 2. Auflage, Springer-Verlag, Berlin 1955.

H. PFENNIG

Die obere Grenze von ay/% wurde lediglich des-
halb bei 1 gezogen, weil die Gesamt-Rechenzeit nicht
zu lang werden sollte. Bei Maxwellscher Geschwin-
digkeitsverteilung entfallen nur etwa 2,1%o der Stor-

Elektronen auf den Geschwindigkeitsbereich

v>247. (A.13a)

In dieser Ungleichung bezeichnet o die mittlere

thermische Geschwindigkeit:

:=V8kT|am. (A.13b)

Vernachlédssigt man diese wenigen Elektronen, so
bedeutet die Ungleichung (A.11b), daf} die Tempe-
ratur der Stor-Elektronen nicht zu hoch sein darf:

T <2-10°K. (A.14)

Wie man aus den~Gln. (A.8), (A.11) und (A.12)
leicht ersieht, ist R(¢) in den Zeitintervallen, fiir die
die Stérungsrechnung 2. und 3. Ordnung angewandt
wurde, so grof}:

R(1) = (o/ag) V1 +12>16 bzw. 30, (A.15)

daf} die Matrixelemente des Monopolterms V'(?) ver-
nachldssigt und im tbrigen die Gl. (A.3) benutzt
werden dirfen.

Um in Gl. (6.8) die Integration iiber o/Z schnell
und genau, aber ohne zu groflen numerischen Auf-
wand ausfithren zu konnen, wurden die Matrixele-
mente von Sy (0, v) — 1 bei festem v fiir 21 in dem
Intervall (A.11a) geeignet verteilte Werte von o/4
numerisch berechnet. Durch die so gewonnenen
Punkte 0/%, Re bzw. Im{S; .(0,v) —1} wurde die
Spline-Funktion (siehe z.B. 45) vom Grade 3 gelegt,
die ja ein Polynom in ¢/ Z und daher in elementarer
Weise zu integrieren ist. Die Integration tiber v
wurde mit Hilfe der 4-Punkte-Integrationsformel von
Lagrange mit konstanter Schrittweite ausgefiihrt
und nur bis v=2,47 erstreckt, diese Naherung ist
bereits im Anschlufl an Gl. (A.13) begriindet. In
dem Teil des Integrationsgebietes, der der Unglei-
chung (A.12) entspricht, liefert die dort erwdhnte
Stérungsrechnung 3. Ordnung fiir die Matrixele-
mente von S, .(0,v) —1 Funktionen von o/ und
ay/%, die elementar integriert werden konnen.

Im reinen Dipol-Fall ist die Lage viel einfacher,
da der Koeffizient C,,” in Gl. (A.6) in diesem Fall

gar nicht von ay/Z und infolgedessen der Operator

45 R. BurriscH u. H. RUTISHAUSER, Interpolation und geni-
herte Quadratur; Mathematische Hilfsmittel des Ingenieurs,
Ed. R. SAuer u. I. SzaBo, Springer-Verlag, Berlin 1968,
Teil III, S. 232.
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S5, ¢(0,v) nur von dem Verhiltnis o/Z abhingt. In
Gl. (6.8) kann aus diesem Grunde iiber v partiell
integriert werden, es bleibt statt des Gebietsintegrals
nur ein einfaches Integral (iiber v) nach. Da dessen
Integrand zudem noch aus elementaren Funktionen
besteht 3! (siehe auch Anhang B), ist es moglich,
mit Hilfe der 4-Punkte-Integrationsformel von La-
grange durch hinreichend kleine Wahl der Schritt-
weite den Wert des Integrals sehr genau zu berech-
nen.

Anhang B

Die Matrixelemente des Zeitentwicklungsoperators
Jiir vollendete StéBe im reinen Dipol-Fall

Wie mehrfach erwéhnt, ist es im reinen Dipol-Fall
[siehe Gl. (5.12)] moglich, die Matrixelemente des
Zeitentwicklungsoperators durch elementare Funk-
tionen exakt auszudriicken.

Das Verfahren wird in 3! dargestellt, in diesem
Anhang werden die Endergebnisse fiir vollendete
Stofle und fiir die Hauptquantenzahl n =2 ohne Be-
weis angegeben:

(00— 1 | 55 avsls 9] | 001} mit 0 —2) goslgn)

302 ’
(B.1a)
24 (02—1) cos (o @)

302 i

(B.1b)

(010 ] Sg, .»\ve(Q5 ‘U) l 010> =
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(010 Sy, ave (0, v) | 100) = 1 HEFHD costom)

30?
(B.1c)
Dabei ist o:=VY1+62 (B.2a)
umd .= ZXWUAI0O 2 payy
1= S =85 .
Fiir schwache StoBe, d. h. fiir
2 <1 und damit auch [8] <1 (B.3)

fihrt die Entwicklung nach Potenzen von ¢ auf die
Gleichungen

<00_1|S2,:\\'e(97"-’) I00—1>=1—- %62-}-

(B.4a)
(010 | Sy, Ave(0,v) |010) =1 — 462+ ...,

(B.4b)
(010 Sy, ave(0,0) |100) = — 3%+ ... .

(B.4c)

Diese Gleichungen stimmen mit denen der zeitah-
hingigen Stérungsrechnung 2. Ordnung [siehe Gl.
(6.11a) ] tberein, wie man sofort sieht, wenn man

neben den Gln. (7.5) auch noch die Gleichung

W W2 5109y _1g

|
@ ay |

(010 (B.5)

beachtet.



